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Concours Mathématiques et Physique
Correction de I’Epreuve de Mathématiques 11

Partie I: Etude de R(I,).

1. AA=1,.
2. (a) MCy=M@DM + al,) =aMM +aM = aM +@l, = Cs.

(b) det(Cy) = det (a(M + g[n)) — " det(M + exp(—2i0)I,,) = o™ PM(—%).

(c) Si on pose o =| « | exp(if), alors gt exp(—2if). Comme Py admet au plus n
o

racines donc il existe 0y € R tel que Py(—exp(—2ifp)) # 0, pour 8 = exp(ifh) on a
det(Cpg) # 0 c’est & dire Cp est inversible.

(d) CsCs =M.

3. "C" d’aprés 2).
">" d’aprés 1).

4. a) évident.

b) Si PP ' = _I, alors P = —P et par conséquent P = iQ avec @ € GLn(R). La
réciproque est évidente. D’ou {P € GLn((C);PF_l = —I,} = iGL,(R) = {iQ;Q €
GLn(R)}-

Partie II: Etude de R(0).

A) (a) évident.
(b) 11 suffit de remarquer que rg(M) est le nombre maximal de colonnes libres de M, donc

d’aprés 1) rg(M) = rg(M).
B) 1) MM = 0 donne ImM C ker M.
2) rg(M) = rg(M) < dimker M =n —rg(M) d’'ott rg(M) <
3) Si on note By = (bij)1<i,j<n alors on a

bl,n—r«}—l =1lsil <lsbret bi’j = 0 si non.

e
On a B'r = (ZZ:I bikbkj)lgi,jgn'
sibjp #0,alors 1<i<r,k=n—r+ietbnrti=1L
Dans ce cas > p_; bikbrj = bin—rtibn—r+ij = On—r+ij
Ori>1ldoncn—r+1<n-—r+icequidonne by_rq;; =0. D'on Bf =0.

(SIS

4) a) 1l suffit de remarquer que rg(M) =rg(M) =r.

b) Théoréme de la base incompléte.

el s iar X Im(M) alors il existe Z; tel que X; = MZ;
pour tout 1 < j <7 on pose Xp—rqj = Z pour tout on a M X, ;1 = lw_Z—; = MZj =

X; pour tout 1 <j <r.
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d) Soit a1 ..., € C tel que >ora;X; =0 on applique M on aurra
?zn—r+1 o; M X; = 0 soit Z;zl n—r+;M Xy _r1; =0 ce qui donne
D i1 GnrgiM Xp_ryj = 0 d'ou > ie1@n_ri;X; = 0 d’aprés b) or (Xi,...X,) est
libre donc @4 = 0 pour tout 1 < j < r et par suite a; = 0 pour tout n—r+1<i<n
Revenons a I'équation de départ on a . a;X; = 0 or (X1,... Xn_,) est libre donc
a; = 0 pour tout 1 <7 <n —r ce qui donne
a; = 0 pour tout 1 <7 < n et done (X1,...X,) est libre. D'aprés A)1) (Xq,... X,) est
une base et par conséquent la matrice P dont les colonnes sont X1,...X,, est inversible.
e) Par définition de P, on a Pe; = X; o u (e1,...,en) désigne la base canonique de
Mp1(C). On a Pe; = X; et donc P X; = e;.
Alors PBTﬁMIXi = PB.e; pour 1 i< m.
1¢" cas: si1 <i<n—rona Bye =0 et par suite PBTFAIXi =
2°" cas: sin—r <i<malorsi= n—r+javec 1 <7 <r donc PBrF_lXi =P Brey =
PBTen_r+j = P@j = Yj.
D’autre part comme (X, ... Xn—r) est une base de ker M alors MX; = 0 pour tout
1< <n—r.
sin—r+1<i<mnonaMX, = MXy, _ryjavec 1 < 5 <r d’aprés 3) b) MX; = Yj
d’ott M et PBJ’S_1 coA ncident sur (X1,...Xy) qui est une base de M,, 1(C) c'est &
1

dire M = PB, P .
5) "C" évident.
">" soit M = PB,P " alors MM = PB,P 'PB,P~! = PB2P~! = 0 (par B)3)a)).

6) Exemple: n =2 donne 0 < r < 1.
siT =0 c’est & dire By =0 et donc M = 0.

. 0 I\s=1 . 5 fa'b B
sirT =1 alors M’-P(O O)P ouP—<C d) avec ad — bc # 0.
1 d -b
Alors P~ = oo <—c . ) par suite
M=P ! Pl= : —at ol Remarquons quesi M € R(0) alors MM = 0
00 ad — be _MQ ca

et donc pour tout a € C (M) (M) = |a|?MM = 0 donc oM € R(0) et donc si a € C*
on a M € R(0) si et seulement si aM € R(0).

A 2
donc R(0) = { (—IZ[CQ ’Zg) , a,c € (C}.
Partie III: Caractérisation des matrices co-diagonalisables.
A) M =PDP .

1

1) MM = PDP™" =PDP~! = PDDP! d’'ou
Dal™ “ W . oix e
0 [
MM=P| : o A L R e ?
: L 0
0 I D

par suite MM est diagonalisable.
2) d’apres la question préceédente on a sp(MM) C R,
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3) Comme M = PDP " donc la matrice M et D sont équivalentes donc
rg(M) = rg(D) = rg(DD) = rg(P(DD)P ") = rg(MM).

B) 1) Comme MM est diagonalisable 4 valeurs propres positives, alors il existe () inversible et
A1 > Ag > > A >0 tel que MM = QDlQ_l, ol

Ml 0 . 0
0 Aol :
D= . :
: By : 0
0 SERNRTOIE. e ™

2) Posons que B = Q™ tMQ

a) BE=Q'MQQ 'MQ=Q 'MMQ=Q 'QD:Q"'Q =D

MQQTIMQ =0 'MMQ=Q QD@ Q@=Dior
D; donc BB = BB = D;.
b) BD; = B(BB) = (BB)B = (BB)B = D\ B
c) Soit B = (bij)lgi,jgn Dy = (Mg, .- a/\kInk) oy (dij)lﬁiyjﬁn
l’égalité BD1 = DlB donne BD1 = (ZZ:l bikdkj> = (bijdjj)1<i,j<n
1<i9<n 5

BB=0
1=D1

S

DB = (2221 dikbkj) = (bijdii)1<ij<n

1<i,j<n
BD; = D1 B équivaut & b;;(dj; — di;) = 0 pour tout 1 < 4,5 <,n équivaut a bj; =0 pour
tout 1 < 4,5 <,n et dy # dj; équivaut a b;; = 0 pour tout

(i,j) e [[1’ 71]]2\ U?:l [[nj—lvnj”Q avec (n0 = O)

d’ou
Broaliiei. . -0
0::::B5 :
= i
: s ea()
i AR

ot B; € My, (C) pour tout 1 <14 < k.
d) d’aprés 2)a) on a BB = BB = D; c’est a dire ( par 2)c)) BiB; = Ail,, pour tout 1 <14 < k.

Si A; > 0 alors pour tout 1 < i<k, ona A >0 et par suite

<ﬁ31) <_\/1TTBL> =L, pout togt I'Li <k

e) Si /\k =
i) Pour tout 1 <i<k—1, ona ) >0 et par suite

(2) (F551) =

ii) Pour i = k on a ByBy = 0.
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ili) Montrons que r9(B) = 0 et par suite B, = 0
on arg(B) = f 1 PEf B ) = rg(Ml Y= rg(jMM) =prg(Dy)= z/-:ll n;.
D’autre part ZZ 179(B;) = rg(By) + _1 rg(B;) = rg(Bg) + ?:—11 mi= )i T
alors rg(By) = 0 et par suite By, = 0.

f) Si A > 0, alors pour tout 1 < i < k on a (\/%BZ (\/IX;B,-) = I,,. En utilisant I),

\/—%Bi = Piﬁi_l ot P; € Glp,(C) ou encore B; = Pz(\//\_LInz)P; ce qui donne
Pyl )Pt 0 0
0 (F I.,)Py’ :
B = “ =
: 0
0 I ) pk(w/)\k[nk)jﬁ;l
\/)\—IITH O O
0 \/)\_QITLQ
P y P o
: 0
P 0 0
0 P :
P={: . . . | €Gl,(C) par suite B = PDP " avec
0
i e =
\//\_1[77,1 O 0
0 Vil
D= :
: RPN
0 sme 70 \/—'Ink

Si Ay = 0 alors )\ > A2 > -+ > N1 > 0 et par suite, (d’ apres ce qui précéde) on a
B = Bl Xl )P pourtout 1 <i<k—1let By=0= InkOI . Ce qui donne

Py(vAL, )Pr! 0 . e 0
0 Po(vVA2ly,) P :

—-1
Per(VXeln_ )Py 0
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C)

Py e, senis 0

0 P
si on pose P =
P,y O
0 0 Iy
Aol 0 0
0 Aoy, :
D= :
Me—1dn, ., O
0 0 On,,

7 =7 conséquence de A).
7 <=" conséquence de B)
en effet si MM est diagonalisable,

on a bien B = PDyP .

et

i

sp(MM) C Ry et rg(MM) =rg(M)ona B =PD,P " =Q 'MQ = M = (QP)D,(QP)"

signifie que M est co-diagonalisable.

Exemple

0

1) A= (0 Z) donc AA=0

on a rg(AA) = 0 # rg(A) = 1 donc A n’est
pas co-diagonalisable.

A est nilpotente non nulle donc non diago-
nalisable.

1
4=(y

donc A est co-diagonalisable.

1 donc AA=1,

sp(A) = {1} et A n’est pas une homothétie
donc A non diagonalisable.

1 -1 — 0 -2
A= (1 1> donc AA = (2 O>
on a sp(A) = {21, —2i} donc A n’est pas co-
diagonalisable.

A admet deux valeurs propres distinctes
donc A est diagonalisable.

Concours Mathématiques et Physique - Session Juin 2015

Corrigé de I'épreuve de Mathématiques II

Page 5/5




	001.jpg
	002.jpg
	003.jpg
	004.jpg
	005.jpg

